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Quadratische Kegel und AutoCAD

Quadratic Cones and AutoCAD
ABSTRACT

Oblique circular cones and quadratic cones are discussed
mainly with respect to implementations in Computer Al-
gebra systems and CAD systems especially AutoCAD.
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Stosci 2. stupnja i AutoCAD
SAZETAK

Raspravlja se o kosim kruZnim stoScima i stoScima 2. stu-
pnja, uglavnom s obzirom na izvedbu u racunalnim alge-
barskim i CAD sistemima, posebno AutoCAD-u.

Kljuéne rijeci: stoZac 2. stupnja, kosi kruzni stozac, elip-
ti¢ki stoZac

MSC 2000: 65D17

Bekanntlich existieren im dreidimensionalen euklidisthe Man bestimmt die NormalprojektioN von S auf € und
RaumEs bezuglich der 6-parametrigen euklidischen Be- misst die beiden Abstande= SNundc = ON. Die GroRe
wegungsgruppe genau zwei Typen von quadratischen Ke+, jst die Kegeltbhe ¢ soll ZentralabstancheiRen. Durch

ggln: Schiefe KreiSkegel und Qrehkegel (vgl. [?'] p.158f). {r,c,h} ist der Kreiskegel bis auf eine unwesentliche Spie-
Gibt man also als Leitkurve einen Kegelschnitt vor und

wahlt eine Kegelspitz8¢ a, so laf3t sich der Verbindungs-
kegel vonSmit ¢ stets alschiefer Kreiskegedrzeugen.

gelungeindeutigfestgelegt.

Fur unsere Untersuchungen gehen wir nun von einem el-
liptischen Kegel aus (vgl. die Abbildung), wobei die Lei-
tellipse/ in derxy-Ebene liegt und die Halbachsenlangen
aundb, a > b besitzt; die Hohe vofi seid = US, wobei

U der Ellipsenmittelpunkt ist.

Schiefe Kreiskegel spielen in der Technik eine wichti- AZ

ge Rolle (vgl. z.B. [2]). Umso erstaunlicher ist es, dal 8"

z.B. in AutoCAD (zumindest bis zur Version 2007) keine
Moglichkeit bestehschiefe Kreiskegells Solidszu erzeu-
gen; das Programm erlaubt nur die Konstruktion von Dreh-
kegeln und elliptischen Kegeln. Zwar lassen sich schiefe

Wir verstehen nun unter einemiliptischen Kegekinen
Kegel mit elliptischer Leitkurve/, dessen Kegelspitz8
auf einer Normalen durch den Ellipsenmittelpuikiauf
die Tragerebene von/ liegt (vgl. die Abbildung).

Kreiskegel als verbindende Regelflache zwischen einem ™ J v
PunktS und einem Leitkreig mit diesem Programm als U >
Oberfaichenmodell@erstellen, doch bieten diese Objekte KJ
wenig Bearbeitungsmoglichkeiten, insbesondere z.B. kei NA pr

ne Boole’schen Verkniipfungen oder ahnliche Operatio- h 2 b

nen. o\ | u" uls

In dieser Arbeit wird mittels einfacher mathematischer
Methoden die Erzeugung eines schiefen Kreiskegels fur ei-
ne Computerimplementation hergeleitet.

AN
2
V‘<

Ver Vx
Ein schiefer Kreiskegel mit dem Leitkrels(Mittelpunkt
O, Radiusr) Tragerebene und der Spitzes (vgl. Kreuz-

riss in der Abbildung) kann wie folgt festgelegt werden: Hauptrisse eines elliptischen Kegels
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Zur Ermittlung der Kreisschnittebenen vénverwenden
wir geman [3], p.249f eine Hilfskuged mit dem Mittel-
punktU, welche die Umrisserzeugenden vbrim Auf-

riss beruhrt. Wie aus [4] p.179 bekannt, zerfallt dann die
Schnittkurve vori” mit der Kugelk in zwei Kurven zweiter
Ordnung, die als Kurven awf somit Kreise sein miissen.
Wir bezeichnen mip den Radius dieser Hilfskugel.

Man findet unschwer

p=adp/a?+0d?, 1)
und als Gleichung voh

X2 y2 7\ 2

2 - (-g) @

Schneidet mah mit der Ebeng/ = 0, so ergeben sich die
beiden Umrisserzeugendenunde; fur den Kreuzriss zu

©)

und diese liefern im Schnitt mit dem Umriss der Kugel

x==+b(1-2z/d)

Aus (7) folgt dann mittels (4a)
r = ad®Q. (9)

Fur den Normalenfu3punkt gewinnt man nach einigem
Rechnen die Koordinaten

_ dbw da?h? + d3(a? — b?) 10)
a?(b?+d?)" a?+d? ’
woraus siclc = ON bestimmen lasst zu
c= (d?Q/a)/(a2 — b2) (a2 + d2). (11)

SchlieRlich ergibt sicth = SN ausS(0,0,d) und wieder
aus(10) als

h=d*bQ/a. (12)

Zur Losung der geometrischen Fragestellung muss das
Gleichungssystem (9), (11) und (12) nagtb undd auf-
gelost werden. Dazu eliminieren wir als erstes die GroRRe
Q aus den Gleichungen (11) und (12) mit Hilfe der Bezie-

beziiglich des Kreuzrisses nach einigen Rechnungen VierhungQ: r /ad? aus (9), quadrieren um die Wurzel in (11)

Punkte von denen lediglich zwei benotigt werden. Die bei-

zu vermeiden und erhalten unmittelbar aus (11) und (12)

den anderen Punkte ergeben sich aus einer Spiegelung U5 cn Division durchd? die beiden Gleichungen

die zAchse. Zwei der bendtigten Punkte sind z.B.

db(1+W)  d(b? - d2W)
Pl( Rrd2 ' B2 d? ) (43)
—d?h(1—W) _ d(b?+d2W)
PZ( i 0T i ) (4b)
wobei als Abkiirzung
W= /(a2 - b)) (@2 + d?) (5)

verwendet wurde. Diese Punkte legen eine dallen
Kreisschnittebenefest (vgl. die Abbildung). Die zweite

wirde sich naturlich aus den gespiegelten Punkten ergen2,2 _

ben. Aus (4a) und (4b) erhalt man als Gleichung der dritt-
projizierenden Kreisschnittebene
d da?
=——Wx+ —5—.

S NP

Als Nachstes muss der Mittelpun®tdes Schnittkreisels
vonl mit g, der Radiug vonk, der Zentralabstancdund
die Kegelhodhé berechnet werden. Fi@ erhalt man

(6)

d’bW di?
Wir verwenden noch die Abkirzung
Qi=1/y/ (a2 +d?)(b2 + ). ®)
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(3—2)202: (:-2-3-2) <:—2+1) r?, (13a)

(:—z)thZ (S-i)zr? (13b)

Setzt man nun

x:=a?/d*> und y:=b?/d?, (14)

so erhalten wir schlief3lich die Gleichungen

A =12(x2 —xy+x—Y), (15a)
=r?y, (15b)

Durch Elimination vony erhalt man eine kubische Glei-
chung inx. Nach Ausscheiden der uninteressanten Ldsung
x = 0 hat man als Ldsungen der verbleibenden quadrati-
schen Gleichung mig = ¢+ h? —r? dann

x12 = (—q+ \/q2 + 4h2r2) /2h?

wobei das positive Vorzeichen zu wahlen ist. Aus (14) und
(15b) lassen sich sofoat/d undb/d bestimmen zu

(16)

a h
a_\/>—< und 3= 7%

wennx nun die Losung mit positivem Vorzeichen bei der
Wurzel bedeutet.

(17)



KoG-11-2007 H. G. Kopetzky, H. Sachs: Quadratische Kegel und AutoCAD

Um d explizit zu bestimmen verwenden wir (8) und (12) Zur praktischen Durchfilhrung werden zunachst also die

und erhalten Werte {a,b,d } berechnetund der zugeordnete elliptische
d= &gh' (18) Kegell” z.B. als Solid dargestellt. Die weiteren Konstruk-

tionen ergeben sich dann aus der Abbildung und den Be-
schreibungen und sollten fur jemand, der einigermalRen mit
den Grundkonstruktionen in AutoCAD vertraut ist unter

Verwendung geeigneter Benutzerkoordinatensysteme kei-

d= \/(X+ 1/x)(hex2+12) (19)  ne Probleme mit sich bringen.
und dann mit Hilfe von (17) sofort auchundb.

In diesem Ausdruck ist bereits alles bekamhkann daher
sofort berechnet werden. Ausgedriickt durch die Losung
erhalt man

Zu bedenken ist aber Folgendes. Da die Berechnung von
Fur die praktische Konstruktion mittels AutoCAD ist {a,b,d} nicht zu vermeiden ist, kann man auch die Punk-

zunachst der dem §ch|efen Kre|§kegel zugeord'nete elllp'tl te P, und P, mit (4a) und (4b) direktberechnenum
sche Kegel zu bestimmen und dieser sodann mit der Kreis- o : )
schnittebene zu schneiden. Die Gleichung varist ge- sich aufwandigere Konstruktionen zu ersparen. Die Punk-

geben durch die Beziehung (6), woraus sich fiir den Nei- te werden dann mit Koordinaten eingegeben. Einen dritten
gungswinkelo von € gegen diexy-Ebene mitW aus (5) Punkt vone erhalt man dann aug durchAnderung der

die Formel y-Koordinate. Diese Mdglichkeit ist auch deshalb interes-
d d /a2_p2 sant, weil sich unsere Kegelkonstruktion mit einer der in-
tano = — W= —¢ 212 (20)  ternen Programmiersprachen von AutoCAD in einfacher

ergibt. Dieserkippwinkel o wird benatigt um die Basis- Wei.se implementieren lasst, soda'\ss dig Erstellung eines
flache des schiefen Kreiskegels parallel xyrEbene dre- schiefen Kreiskegels dann durch einen eigenen Befehl auf-
hen zu konnen. rufbar wird.
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