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Cemu sluzi nacrtna geometrija?

Ovo je zauzimanje za nacrtnu geometriju. Od svojih je 2.1 Nacrtna geometrijau Europi

pocetaka nacrtna geometrija metoda za peMahje 3D
geometrije preko 2D slika koja nudi uvid u unurgu
strukturu i metrcka svojstva prostornih objekata, postu-
paka i principa. Obrazovanje s nacrthom geometrijom
omogLEuje razvijanje intelektualnih sposobnosti studenata
za prostornu percepciju. Ceierias vode kroz geometriju,
ali nisu njezin glavni cil;.

1 Uvod

Ova je konferencija poseeha Rudolfu BREISU koji se
rodio prije tacno 100 godina. Kada je 1957. zagm svoju
profesorsku karijeru, ovdje na Telechkbm univerzitetu u
Dresdenu, bio je pun planova i ideja. Njegovo je nadah-
nuto djelovanje bilo posw&no unaprédanju nacrtne geo-
metrije (NG). Planirao je seriju wéenika. Sudbina je
metutim odlwcila drulk€ije: umro je nakon devet godina.
Tako je objavljen samo prvi dio zasijénog ciklusa [1].

Svrha je ovog prikaza objasnitemu slai nacrtna geo-
metrija, predmet koji je na znanstvenoj ljestvici nagbli”
matemaitkom podrueju, ali je ujedno blizak arhitekturi,
strojarstvu i irgenjerskoj grafici. Zaponjem s definici-
jama i pril&Zem nekoliko primjera kako bih pokazao da
nacrtna geometrija omoguje razvijanje studentskih in-
telektualnih sposobnosti za prostornu percepciju (vidi dija-
gramu [15], sl. 5.), te da je stoga od neospornanesti za
sve irgenjere i lijechike te znanstvenike prirodnih znanosti.

2 Kako definirati nacrtnu geometriju

Cini se da je u mnogim amekim udZbenicima
inZenjerske grafike, primjerice [2, 6], sadj hacrtne geo-
metrije sveden samo na standardne konstrukcijest@su
odredvanje prave veliine dwine ili presjeka dvaju ravnin-
skih mnogokuta u trodimenzionalnom prostoru. Za takvo
je shvaanje nacrtne geometrije zacijelo peiid neohtho
daje R. BEREISplanirao seriju udbenikaiz tog predmeta.

Kako bhismo lalkseé objasnili vahost nacrtne geometrije
u sredshjoj Europi, zapoét ¢emo s definicijama iz
njemakih udZbenika objavljenih u posljednjih pedeset go-

e J. KRAMES definirao je u [9]:

"Darstellende Geometrie” ist die Hohe Schule des
raumlichen Denkens und der bildhaften Wieder-
gabe [u slobodnom prijevodu: NG je visoko
umijee promsljanja prostora i njegovoga grelfidg
preda@avanjal.

Definiciju je citirao i R. BEREIS[1].

H. BRAUNER je prihvatio je preporuku E. RUPPA

i dao je prednost nazivu 'Konstruktive Geometrie’
[Konstruktivha geometrija] umjesto Nacrtna geo-
metrija. On je definirao u [4]:

'Konstruktive Geometrie’ unfasst das Studium
von Objekten des Anschauungsraumes unter Ver-
wendung jener Methode, die an der graphisch
darstellten Figur durch Konstruktion und Rech-
nung operiert[’Konstruktivha geometrija’ analizira
3D objekte sredstvima grakih ili matematckih
metoda primijenjenih na 2D slike].

F. HOHENBERGje u svom udbeniku [7] usmjeren
na primjenu nacrtne geometrije u tehnologiji:

'Konstruktive Geometrie’ soll geometrische For-
men und Vorgnge verstehen, vorstellen, gestal-
ten und zeichnen lehrdiKonstruktivna geometrija’
uCi kako razumjeti, zansijati, odrediti i crtati
geometrijske oblike].

W.-D. KLIXx u svom nedavno objavljenom
udZbeniku [8] daje prsiteno objahjenje:

"Darstellende Geometrie” ist wie kaum ein an-
deres Lehrgebiet geeignet, dadirf jede in-
genieurnassige konstruktiv-sdipferische atigkeit
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notwendige &umliche Vorstellungsverigen zu ent-
wickeln sowie die Bhigkeit auszubilden, &um-
lich Gedachtes richtig und damit auch anderen
verstindlich darzustellen [NG je jedinstvena u
unapreianju prostornog razmsljanja, temeljnog za
svaku stvaraleku inZenjersku aktivnost, i vighanju
sposobnosti gratkog izraavanja prostornih ideja
kako bi bile svakome razumljive].

Na kraju bih ukratkaélio zakljiciti sliedece !
Definicija:
Darstellende Geometrie umfasst das auf Bilder ijezst

Studium von Formen, Voamgen und Gesetzssigkeiten
der Raumgeometrie.

[NG je metoda procdvanja 3D geometrije s poroo 2D
slika. Omogueuje uvid u strukturu i metcKa svojstva
prostornih objekata, postupaka i principa.]

Charakteristisch iir Darstellende Geometrie ist das

Wechselspiel
[Za NG je tipicno uzajamno djelovanje]

a) zwischen der &umlichen Situation und deren
bildlicher Darstellung
[izmedu 3D situacije i njezine 2D reprezentacije]
b) zwischen anschaulichem Erfassen und begrifflichem
Schliessen
[izmedu intuitivhog i
logitkog zakljicivanjal.

razumijevanja strogog

Prema tome kolegiji iz nacrtne geometrije u sej]
Europi ne pokrivaju samo teoriju projiciranja nego i
tehnike modeliranja za krivulje, plohe i tijela dajwijedno
uvid u veliku raznolikost geometrijskih oblika. Pritom
su ukljuicena neka diferencijalno-geometrijska svojstva
krivulja i ploha te dio analitke geometrije [12, 13].
Razvijanje i usawsavanje studentskih \géha u riessavanju
problema dodatni je cilj tih kolegija.

2.2 G. MONGEOVA definicija

Gaspard MONGE (1746.-1818.) smatra se osnhbean
znanstvene nacrtne geometrije. No, to nectmk®’ je on
sam razvio sve grafke metode. Naprotiv, \@iriu se maé
pron&i u prijasnjim knjigama, primjerice u onima Aetée
Fran®is FREZIERA.

Ipak, G. MONGE hio je najdjelotvorniji znanstvenik i
promicatelj koji je izdavanjem svoje knjige 'Lens de

géomngtrie descriptive’ (1799.) pmirio ideje 0 nacrtnoj
geometriji iz Francuske po cijeloj Europi. U [10], str. 1,
nalazimo sljedeé uvodne iskaze:

La Géongtrie descriptive a deux objets:

- le premier, de donner les méthodes pour
représenter sur une feuille de dessin qui n'a que
deux dimensions, savoir, longueur et largeur, tous les
corps de la nature qui en ont trois, longueur, largeur
et profondeur, pourvuggnmoins que ces corps puis-
sent tre @finis rigoureusement.

Le second objet est de donneila maniére de
reconnaitre, d’aprés unedescription exacte, les
formes des corps, et d’afeduire toutes les vérités
qui résultent et deleur formeet deleurspositions
respectives.

4[Nacrtna geometrija ima dva cilja:

- Prvo, onatreba dati metode po kojima se nacanta”
papiru, koji ima samo dvije dimenzije, duljinu i
Sirinu, mogu prikazati sve prostorne tvorevine, koje
imaju tri dimenzije, duljinusirinu i visinu, a uz pret-
postavku da se te tvorevine moguehm definirati.

Drugo, ona treba dati postupak, po kojem se iz
to€nog crtega neke prostorne tvorevine @ upo-
znati njezin oblik, te mogu izvesti svi zakoni koji
izlaze iz oblika i medsobnog poledja njezinih di-
jelova ]

aU izvornomclanku francuski tekst nije preveden. Urested navodi
prijevod iz knjige J. ISTINIJANOVIC: Nacrtna geometrijaSveciliste u
Zagrebu, Zagreb, 1961.
To dokazuje da dva glavna cilja nacrtne geometrije -
zamgljanje i analiziranje 3D objekata - postoje od njezinog
osnivaca. Ta dva cilja mogu se procia’'u novim enciklo-
pedijama, poput BOCKHAUS [5]:

Darstellende Geometrie, Teilgebiet der Mathematik,...
Ziel der DG ist sowohl das Darstellen von dreidimensiona-
len Gebilden... als auch die Interpretation vorliegender
Bilder...

[NG=subjekt matematike... Cilj je NG prikazivanje 3D
objekata... kao i interpretacija danih slika...]

2.3 Odabir naziva

Znakovito je da se rije’crtanje’ ne pojavljuje u MoN-
GeEovoJdefiniciji. U nacrtnoj geometriji crtanfeuvodi u
geometriju(usporedi[14]), ali joj nije glavna svrha; preda-
jemo geometriju umjesto konstrukcijske tehnike. Valja
uoCiti da na francuskomdescriptive'’ znei 'opisan’,
'predocen’ ali ne nzho 'graficki opisan slikom’.

INastavljam s dvojeziiim verzijama i naglséivam da je njentka verzija originalna. Moglo bi sdogoditi da moj engleski prijevod ne izava

egzaktno zneenje njemeakog iskaza.

2Pri¢a se da je Felix KEIN jednom izjavio: “Medi svim matematidrima, geometedri imaju prednost da mogu vidjeti osto prowavaju.”
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Slika 1: Spomenik G. MNGEU, Place de Monge,
Beaune (mjesto razhja), Dep. ©fe-d’Or, Francuska

Stovige, u javnosti je nacrtna geometrija postala psigir@”
sinonimom za 'rgho crtanje slika 3D objekata’. Kako je
tijekom posljednjih desetliE richo crtanje tradicionalnim
priborom zamijenjeno s CAD-om ili matemekim soft-
verom s grafikim outputomgésto mnogi zakljotju da je
nacrtna geometrija zastarjela. No to je sasvim psgoe”

i upravo suprotno: oni s dobrim znanjem nacrtne ge-
ometrije sposobni su psiriti upotrebu CAD programa,
budti da je komunikacija olginio zasnovana npogle-
dima Sto je snaniji i sofisticiraniji softver za modeliranje,
to je potreban \ai' nivo geometrijskog znanja. Isaizajner
nece nikad postati dobar samo upotrebom CAD-a umjesto
tradicionalnih pomagala. Zbog siiih se razloga \&aiost
matematike i dalje povava, iako ratinala preuzimaju dio
povezan s retinanjem.

Druga pogrsha interpretacija nacrtne geometrije je u
tome da se smatra samo teoretskim, isilja”akadem-
skim’ predmetom. F. I@HENBERGuUVjerljivo osporava to
miSljenje u svom udbeniku [7]. Na mnogim je primjer-
ima pokazao da je za stvarni svijet bitna primjena nacrtne
geometrije.

U pokwsajima obrane pravog zeoerija nacrtne ge-
ometrije bilo je mnogo poksgja preimenovanja tog pred-
meta. Njezina je primjenjivost isticana uporabom naziva
'tehnicka geometrija’ ili ‘primijenjena geometrija’ umjesto
nacrtna geometrija. Kaetg je ve& receno drugi je iz-
bor ’konstruktivna geometrija’ - ’konstruktivna’ u figura-
tivnom znaenju. To bi moglo znefi da u ovom sleaju
nije uporabljeno samo omo crtanje nego i matemekio
izraCunavanje.

Zapravo izvorna MONGEOVA definicija nacrtne geometrije
svojim Sirokim znaenjem pokriva sva ta glesté. Dakle,
smatram da je originalni naziv $ouvijek prikladan.
Samo strateKi razlozi (primjerice radi ojgévanje polaaja
nacrtne geometrije u popisu kolegija) mogu opravdati nove
i moZda atraktivnije nazive.

| za one koji vole prevoditi 'descriptive’ s 'grafki opisna’
dodajem Nacrtna geometrija je @€ od 'nacrtne’ ge-
ometrije kaosto je 'geometrija’ mnogo 8g od njezina
izvornog znéenja— 'mjerenje Zemlje'.

3 Sto bi studenti trebali pamtiti

Za procjenu obrazovnogcinka bilo kojeg predmeta u
popisu kolegija mpé se poksati utvrditisto je ostalo u
pantenju studenata nakato su svi detalji zaboravljeni.
Zelim potvrditi dacak i slabim studentima nacrtna geo-
metrija omogueuje razvoj sljedeih sposobnosti:

e shvatiti prostorne objekte iz danih glavnih pogleda i
e razl.citi posebne poglede. Osim toga

e studenti dobivaju uvid u geometrijske idealizacije
(apstrakcije), raznolikost geometrijskih oblika i geo-
metrijsko razmgljanje.

Prve dvije sposobnostirie se elementarnima. Ipak, te
su intelektualne sposobnosti tako fundamentalne da mnogi
kasnije zaboravljaju koliko su $&b morali raditi za nji-
hovo stjecanje.

3.1 Vaznost glavnih pogleda

Glavni pogledi -pogled odozgopogled naprijed pogled

sa strane vise ili manje su apstraktni jer ne odgovaraju 0s-
obnom vizualnom dojmu. Ipak apstrakcija sve to pojedno-
stavnjuje. U veini slucajeva glavni pogledi pokazuju bitna
svojstva prostornih struktura, a ispitivanje tih ravninskih
pogleda mnogo je lad€, nego usredotiti se na pravu 3D
strukturu.

Ipak treba vjebati da se usvoji ta vrsta precivanja i da
se shvati oblik bilo kojeg 3D objekta upravo na temelju
glavnih pogleda. Nitko n&g posumnjati u potrebu trajnog
treninga sportsa. Ali u sllCaju nacrtne geometrigesto se
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odbacuje ta potreba pa se govodistd akademskom pred-  uce koji uvjeti u posebnim pogledima trebaju biti ispunjeni
metu kao kada se, primjerice, u uvodnimzlj@ama dva i kako se mogu odrediti.

trokuta u prostoru moraju presje Sliedei primjer (sl. 3. [11]) zornacé predaiti prednosti
Lijetnici Gesto cijene svoje obrazovanje iz nacrtne geo- posebnih pogleda:

metrije. U anatomiji mnogo jednostavnije sleedi tok  primjer: Gdje sunce ranije izlazi 21. lipnja, u Oslu ili u
krvnih Zila ili Zivaca, ucavajwci ih upravo glavnim pogle-  ggsy?

dima. | u ortopediji su sposobni shvatiti kako ljudski

zglobovi funkcioniraju i zafo i&asenje uzrokuje raatite | grad || istotna duljina| sjevernasirina |
smetnje. Oslo 10.6° 59.9°
Nedavno je austrijska televizijazivo prenosila operaciju Bec 16.4° 48.2°

na ljudskoj lubanji: Kirurg je trebao ispravitsdasenje o . )
kosti na licu nastalo u saolwajhoj nesrei. U predopera- ~ Na slici 3 odredjemo pogled naprijed sa scevim
tivnom je zahvatu ispravan paaj kosti bio oznegén na  zrakama koje su paralelne s ravninom slike. Tada pret-

zaslonu. U pretapaniju slika taj je virtualni pafjkom- postavimo da j Je to pogled u trenutku kada sunce u Oslu
biniran s aktualnim. Rad se kirurga, dakle, sastojao u tomeizlazi 21. lipnja. Cim se Be"prikaZe u tom pogledu, lako
da ta dva polraja richo izjednai na pacijentu. se u@ava odgovor na postavljeno pitanje.

Kako je kirurg kontrolirao svoj rad? B4ivo je ispitao tri 12 Je pogled takoelr koristan jer maé razjasniti dodatne
glavna pogleda jer su oni omogavali rastaviti stvarni 3D~ Probleme kao i one s s€ detalja, primjerice:

pomak u ravninske pokrete. a) MoZe li se dogoditi da tijekom jednogatijeg raz-

doblja sunce izaglistodobno u Oslu i u Bai?

b) Poveati preciznost obiajuci pozornostcinjenici
da je sunce zbogefrakcije u atmosferi pribltho
0.6° ispod lokalnog horizonta kada se promatraa
zemlji €ini da izlazi.

¢) U zoniastronomske zorince je izméd6° i 18° is-
pod lokalnog horizonta. Istraijuéi poseban pogled
koji smo prije predstavili, lako je shvatiti g0 je
vrijeme dnevne zore ke&'sto je promatrablize ek-
vatoru.

Slika 2: Objahjenje glavnih pogleda u adéniku za
stomatologe

R
5

\ 23,5°

3.2 Umijete odredivanja posebnih pogleda

Aksonometrijski pogledsu vahi i svakome shvatljivi.

Primjereni su za podspahje na poznati objekt ili za

uspored/anje sa stvarnim objektom u blizini. Ipak se ni

kut, ni duljina, ni ravninski oblik ne pojavljuju u pravoj

veli€ini. Ortogonalnost se nze zamisliti samo s ponoo’

nekih dodatnih pretpostavki, zasnovanih na iskustvu ili

procjeni. Dakle, ti pogledi nisu nikad dovoljni zgescrip- —
tion exacte; kaosto to zahtijeva MONGEOVA definicija®

Za detaljnu analizu 3D objektaeSto posebni pogledi
(pomaéni pogledi), koji ravnine prikazuju kao pravce a
pravce kao toKe, otkrivaju stvarnu prostornu situaciju.
Takvi pogledicesto su kljgTjeSavanja 3D problema. Sma-
tram da su ti posebni pogledi useno umijeé nacrtne Slika 3: Gdje sunce 21. lipnja ranije izlazi, u Oslu iliu
geometrije. Studenti samo u kolegiju iz nacrtne geometrije Becu?

SIsto vrijedi za slike koje swsjercane poput fotografije i koje mogu biti krajnje varljiveCiste linijske grafikeizgledaju manje priviero, ali su
apstraktnije. No to jeésto prednost, jer kad je ukdeno vse informacija, linijske grafike pmaju mogehost usredotvanja na bitno.
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3.3 Pogledi su vodi¢ u prostornu geometriju

Nije mi poznato je li itko sposoban manipulirati virtualnim
3D objektima, bez ikakvog pomagala i samo u imaginaciji,
te mcZe li predeiti kako ti objekti izgledaju u razditim
poloZajima. Mada kipari ili piloti imaju tu sposobnost.
Osobno je zaista nemamrampski dodekaedasluZi mi
kao uvjerljiv primjer.

Taj se konveksni poliedar rze” izgraditi podizanjem
kvadratske piramide sa 45agnutim plohama iznad svake
pobcaike kocke (vidi sl. 4.).

Slika 4: Kocka i rompski dodekaedar

Buduwii da svaka dva komplanarna trokuta mogu biti sli-
jepliena i tako tvoriti romb, taj poliedar ima 12 kongru-
entnih pobaki te secini da je sasvim shvatljiv. Unato™
tome nisam sposoban zatvorenimiroa zamisliti kako
taj poliedar izgleda odozgo kad je s jednom pokmm
poloZen na stol. Sie@m, jednostavna prostarna skica
omogluje predoavanje tog pogleda kao i sljedk’
vaznih svojstava:

e Postoje dva tipa vrhova rompskog dodekaedra: 8
vrhova pripada peetnoj kocki; ostalih 6 su zrcalne
slike sredsta kocke pri zrcaljenju na plohama.

e Rompski dodekaedar je prodor triju kvadratskih
prizmi od kojih po dvije imaju ortogonalne osi (vidi
sl. 5.).

e Rompski dodekaedar je prodor heksagonalnih
prizmi Cije su osi u smjeru dijagonala kocke. Postoje
lanci od 6 susjednih ploha (vidi zasjenjene rombove
na sl. 6.) koji su smjgeni na istoj heksagonalnoj
prizmi.

Slika 5:

Bocni i straZhji zidovi saca pripadaju rompskom do-
dekaedru.

Svaki dvostrani kutima 120 u njemu je jedna unu-
tarnja kugla (dodiruje sve bridove pethe kocke).

Rompski dodekaed4dualan je kubnom oktaedru.

Rompski dodekaedar je prostorno punjenje poliedra.
To se ma@é zamisliti tako da se zaponé s '3D
Sahovskom plodm’ izgrattnom od kocaka. Tada
se 'bijele’ kocke mogu razdijeliti u 6 kvadratskih pi-
ramida. Svaka se nze pridodati susjednoj 'crnoj’
kocki i prosiriti u rompski dodekaedar.

Rompski dodekaedar kao prodor triju kvadratskih
prizmi.

Slika 6: Razlciti pogledi rompskog dodekaedra.

4Striktno bi se mogao nazvatrvim rompskim dodekaedrom. Prema SLBiskoM [3] postoji i drugi. U tom slicaju dvostrani kut ima 144 Taj je
poliedar dobiven iz triakontaedra, duala od ikloslekaedra, odbacivanjem dviju prizneaifi zona i spajanjem preostalih komada. Autor je zahvalan H.

MARTINIJU §to je usmijerio svoju pozornost nadinjenicu.
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