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ABSTRACT

In this paper invariants of the polynomial of the fourth de-
gree over the field of real numbers (discriminant and some
others) are studied. As a consequence, some elementary
inequalities are obtained and some characteristic graphs of
these polynomials are drawn.
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1 Uvod

Ovaj rad je motiviran radom [5]. Glavni cilj rada je po-
drobnije izuCavanje invarijanata polinoma Cetvrtogpstu
nja. Neka je zadan polinom Cetvrtog stupnja

Pa(x) = aax* + agx® + ap® + arx + ao, (1)

gdieje(a € R, 1=0,1,2,3,/4)i as # 0.
Neka jeP(x) normirani polinom €etvrtog stupnja:

P(x) = x*+ax® + bx? + cx+d, 2)
pri cemu je
a=2 po A 4% (3)
u au au au

Nultotke polinoma (1) odnosno (2) oznacavat cemo uvijek

SX1, X2, X3 i X4. Dakle,
Pa(X) = (X —X1) (X — X2) (X — X3) (X — Xa)

Derivacije polinoma oznacit temoRs(x), P”(X)... i zvati

prva, druga... derivacija de(x). Vrijedi
P'(x) = 4% + 3ax + 2bx+-c,
P (x) = 12x + 6ax+ 2b.

U daljnjem ¢emo Kkoristiti rezultate iz rada [5], a posebice Radi lakseg izutavanja polinonfx)

ovu podijelu:
1. sluicaj. P4(x) ima dvije realne i dvije kompleksne nulto-
Cke,
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U ovom radu se proucavaju invarijante polinoma &etvrtog
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2. slutaj. P4(x) ima sve nultocke kompleksne i

3. slutaj. P4(x) ima sve nultoCke realne.

U daljnjem tekstu cemo ih zvati: prvi slu€aj, drugi slyta
treCi slu€aj. Drugi slu€aj nastupa tada i samo tada kada j
ay - P4(x) > 0 za sve realng.

Taylorov razvoj polinom#(x) u okolini tockexo = h je

P(X) = (x—h)*+ P/;(Ih) (x—h)*+ @W h)>+
+ Pll(!h) (x—h)+P(h). (4)
Supstitucijomt = x— h dobivamo
Q(t)=P(t+h)=
P"(h) 5 P'(h) , P(h)
=t*+ 3 t3+ > t?+ i tHPh). ()

pri Cemu je za svén uvijek P””(h) = 4! = 24. Nultotke
polinomaQ(t) suti =x —h, i € {1,2,3,4}. Zapis (2)
polinomaP(x) je Taylorov razvoj toga polinoma oko tocke
Xo = 0istogaje

P//// (O) P/// (O) P// (O)

a L T T3 5 =b
/
P 1(?) —c, PO)=d. ©6)

uvodimo supstitu-
cijut =x—H i biramoH tako da ¢lan uz trecu potenciju
P///(H)

3 = 0.

nestane, tj
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SadaP” (H) = 0 povlagiH = —g. U novoj varijablit =

a . . . o .
X+ 2 dobivamo kanonski oblik polinoma Cetvrtog stupnja

St) =t*+ pt? +qt+r, )
pri cemu je
3-8 _ a’—4ab+8c
N 8 8 ’
. _ 256d—64ac+ 16a% — 3a’ ®
B 256 '
Uvedemo li oznake
N=3a’-8bh, Q=8c—4ab+ta’
R = 256d — 64ac+ 16a%b — 3a*, (9)
mozemo pisati
N, Q R
a4 N Q0 K
S(t) =t 8t +8t+256’ (10)
pri cemu vrijedi
N=-8p, Q=8q, R= 256 (11)
Stoga kanonski oblik (7) mozemo pisati:
N, Q R
4 42 Xy
S(t) =t 8t +8t+256' (12)

o . a . .
Nultocke polinomaS(t) sut = x + 7 € {1,2,3,4} i

kako je koeficijent od® jednak nuli, po Vietovim formu-
lama imamot; +t, +1t3 +t4 = 0. Dakle, kanonski oblik
S(t) je onaj jedinstveni oblik polinoma Cetvrtog stupnja

. . v t1+to+tz3+t o .
u kojem je teZiSte; = 1727874 hultotaka jedna-

ko nuli i stoga je taj oblik uvijek isti bez obzira iz kojeg
Taylorovog razvoja (4) krenemo (sjetimo se da iz jednog
Taylorovog razvoja prelazimo uvijek u drugi nekom sup-
stitucijomx = X +1). Stogap, q i r mozemo racunati

tako da u formulu (8) stavimo umjesty b, c, d izraze
P///(h) P//(h) P/(h)

,P(h) (usporediti sa formulom (6)).

31 7 21 0l
Time dobijemo:
96p = 48P"(h)— (P"(h))?,
1728 (P”(h))% = 72P"(h)P" (h) + 1728 (h),
110592 110592 (h) — 4608 (h)P"” (h) +

+96P//(h)(P///(h))2 _ (Pm(h))4,

pri ¢emu jeh proizvoljan realan broj.

Da izrazi na desnoj strani formula ne ovisehaivjera-
vamo se i tako da te izraze deriviramo ha koristeti
P""(x) = 24 pokazemo da su sve njihove prve derivacije
jednake 0, tj. ti su izrazi konstante. Kako su formule (13)
valjane zah = 0 (zbog formule (8)), slijedi da one vrijede

i za bilo koji h.

(13)
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Napomena 1 Polinom $t) u prvom sl&aju ima realne

. S tp 4t .
nultotke 4, tz i konjugirano kompleksne- 1th =+ Li,

L > 0, paglasi

@y {LZ 3+ 2ut+ 3@} 2

4

—t,)2 2
—(t1+12) [LZ + 7@1 4t2) ] t+tato [Lz + (ta —;rtz) } .

Polinom St) u drugom sléaju ima kompleksne nult&e
—w=+Liiw+Mi, L#0,M=#£D0, paglasi

4 (L2 4+ M2 —202)t2 4 2w(M2 — L)t 4 (L2 4+-wW2) (M2 +-wP).

Polinom St) u treCem sl@&aju ima realne nultoke §,ty, t3
ity =—t1 —tr—t3, paglasi

t*— (22 - 9t + (ST M)t — =,
gdje je
2 =1+t +1t3, S=tytp+1tot3+1sty, M =tstots.

Iz napomene 1 vidimo da u drugom slu€aju vrijedi
(L2 + W) (M2 4 w?) > 0, 8to izlazi i izr = tifitsf3 =
it]? |ts)? > 0.

2 Invarijante polinoma P(x)

Definicija 1 SimetrEne, homogene (isti brajlanova) i
izobaritne (zbroj produkta t&neclanova i njegove poten-
cije je isti za sve&lanove) izraze od koeficijenata polinoma
(1) koji se ne mijenjaju prilikom zamjene=xt — h zovemo
invarijantama polinoma (1). Invarijantu podijeljene sa a
gdje je h stupanj homogenosti invarijante zv@mo apso-
lutnom invarijantom (i njen stupanj homogenostije

Prilikom supstitucijet = kx+ | invarijanta se mnoZzi s
nekom potencijom ok. Vazno je da u tim izrazima
uklju¢imo sve koeficijentey, as, az, a1 i ag polinoma koje
smatramo da su tezina 0, 1, 2, 3i 4. Tako npr. izraazda
glasi

2N 2

azN = 3a3 — 8apay (14)
i to je invarijanta stupnja homogenosti 2 i stupnja izo-
baricnosti 2. Izraz

N 3a — 8apay

2 (15)
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je po definiciji apsolutna invarijanta. Apsolutne invanfa  x*Ps(3%) = aox*+ a3+ apx? +agx+ a4, dana je uz oznake
polinoma su zapravo izrazi koji su homogene i simetriCne (18) do (23) izrazima
funkcije razlikax — x; polaznog polinoma (1) pa onda

simetriéne funkcije razlika — t; bilo kojeg polinoma do- D = 256a5a; — 192a5ayaga] — 128ga5a5 —
bivenog pomicanjem polinoma (1) (uotite daxje- xj = —6apacasa, — 80apas asazay + 16apajay —
(Xi —h) — (x; — h) za sveh). Tako npr. izraz z& glasi —4a3ad + a?a3al + 144a3asa%as +

+144agacayal — 27a3a3 — 27aas

N = (x1 — X2)? + (X1 — X3)2 4 (X1 — X4)? + (X2 — X3)?+ ooa :
—4agayas — 4ajaas + 18apaazaz +

2 2

+(x2 — Xa)* + (X3 — Xa) (16) +18ajaragas, (24)
i oCito je nenegetivan ako su sve nultoskeealne i jednak 27D — 4% B2 (25)
0 ako i samo ako j& = Xp = X3 = X4 tj. onda i samo onda
kada je jep=q=r = 0. IzrazN zvat cemoNewtonovski 14483D = —3K2 + 2N1A; - Ky + ajRA2, (26)

izrazpolinoma (1). Apsolutne invarijante su izrazi sastavl- D = —27G?— 2a, (2A1 — 3H) G+ (A1 — H)H2 (27)
jeniodp, gir, t. odN, Qi R, stime dap, qi r, odnosno ’
N, Qi Rzapisemo, uz pomot formula (8) i (3), pomocuko-  2'2-3D = —P?+ 2Ny (NZ — 3A;)P—

eficijenataay, as, ap, a1 i ag. Jedna apsolutna invarijanta N 2 A2
je izraz p? — 4r, odnosno izraN? — R, iz [5] koji nakon (NL = 4A2)(NT —Ao)" (28)
sradivanja glasi, Ako je R(x) oblika S§x) = x* + pX® + gx+r, onda se
velitine A i By reduciraju na veltine A= p? + 12r i
, 16a2( + ayag — dagas) — 16a,a3a4 + 3al B=27g%+2p°—72pr, a veltina K glasi K= 9g° — 32pr.
p—4r= 16l : Uz oznake
4
(17)

A=p?—4r i Dd:—:—zl(8p3+27q2),

3 Diskriminanta diskriminanta polinoma &) dana je izrazima:
Jedna od najvaznijih invarijanata polinoma, apsolutee ir B 4 2 3 2 2 2 4 3
ducibilna po svim svojim keficijentima [4, str. 450.-453.] i D=16rp”"—4q°p° — 128 “p°+144q°p—27q"+ 256,
[6, str. 126.-127.] je tzvdiskriminanta Dpolinoma defini- (29)
rana seD = a§Mij(x — xj). Kao izraz od koeficijenata

ona se dobiva preko Vietovih formula. U sljedecem teo- 3 22 3 2 2 2 3
remu dajemo niz korisnih izraza za diskriminantu. Uvedi- D =256~ 128p°r"+16p(p”+99°)r —q°(279" +4p°),

mo oznake: (30)
3 2

?é (18) 27D = 4A° — B?, (31)

D = —27q" + 4p(36r — p?)q? + 16r(p>—4r)2,  (32)

D = —4n3 1 4p?A% — 36pcPA + (32p° — 27A) 2, (33)

Ay = a3 — 3ayag + 12agas =

B1 = 27a%a4 + 27apa3 + 2a5 — 72apaza4 — 9ajapag,

19 D = 16rA% — 36pcfA + (32p° — 2762) P, (34)
D = —27(q” — 4pr)® — 4p(p* + 18 ) (47 — 4pr)+
N; = 3a3 — 8apay = 3N, (20) +16r3(p? 4 16r) (35)
Ky = 4a3(9af — 32a0a,) — 4ayazasds+ 9D = —3K? — 4pAK -+ 16rA?, (36)
4 a3)ag — 3ajas = 4a2K 21
+ (48024 + 83)a3 — 3ana3 = 4agK, (21) %7D——Dd—6pA% 4(2p? — 3r)A2, (37)

G = afas+a3ap — 4aparay, H = ayaz—4apas, (22)
P=27Q% (23)

gdje suQ i Rsu dani formulama (11), (8) i (3). -[2 p(p® —4r) +99 ] ' (38)
9D = —3(B—2K)?+8p(p?+12r) (B— 2K) —

3D = 4(p® + 12r) [(p? — 4r)? + 6pcf] —

Teorem 1 Diskriminanta polinoma Rx) = asx* + azx® + ) ) )
a2 +arx+ ag, 0dnosno, ako je@# 0, polinoma R(x) = —4(p®—4r)(p°+12r)°. (39)
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Dokaz. lzraz (25) dokazan je u [7, (15), str. 231l],
a izraz (29) slijedi odmah iz (24) zamjenosp sar,

a; saQ, a» sap, azsa 0 iag sa 1. Koristeti formule
(12), (8) i (3) iz (25) i (29) dobivamo sve ostale izraze
za diskriminantuPs(x). 1z definicije diskriminante poli-
noma pomocu nulto€aka polinoma i iz Vietove formule
za produkt nultoCaka lako izlazi da su diskriminante poli-
nomaPs(X) i Ra(X) = x4P4(>—1() jednake (uotiti da ako 0
nije nultocka polinomd4(x), onda su nultocke polinoma
R4(x) dane sa%, i=1,2,..,4.). Ako je 0 nultotka poli-
nomaP;(x), onda jePs(x) = x- P3(x) i diskriminanta poli-
nomaP;(x) jednaka je[Ps(0)]?- diskriminanta odPs(x) i

Izreka Teorema 2 u slu€aju realnih razlicitih nultocaka
moze se pobolj3ati.

Lema 1 Polinom Rx) ima Cetiri realne razltite nultake
ako i samo ako je

D>0ip<0ip?—4r>0.
Dokaz. Promatrajmdeulerovu kubnu rezolventu
Z+2pZ+ (p?—4r)z— ¢ =0 (40)

uvedenu u dokazu Teorema 2 iz rada [5] uz pomoct koje

gornje formule tada daju ispravnu diskriminantu kubnog je L. Euler rijesio jednadzbu etvrtog stupnja. Lako se

polinomaRs(x) = x4P4()—1() pomnozenu $F’3(0)]2 tj. sa2.

Napomena 2U radu [5] diskriminanta Descartesove
kubne rezolvente polinomat$ ozn&ena je s Q. Us-
poredbom izraza za{d radu [5] i izraza za diskriminantu
D u Teoremu 1 vidimo da vrijedi B= —108D;. Izrazi

provijeri da je diskriminanta od (40) upravo diskriminanta
polinomaS(t), dakle i odP(x), 5to je pokazano formu-
lom (38) iz Teorema 1. (Podsjetimo se da je diskrim-
inanta polinomabsx® + byx? + bix + by data izrazom
4(b§ — 3b1b3)(b% — 3b0b2) — (blbz — 9b0b3)2.) Poznato je
[3, str. 67., zadatak 2.] da polinoR(x) ima Cetiri realne

za diskriminantu u Teoremu 1 napisani su kao kvadratne nulto¢ke onda i samo onda ako su sve nulto¢ke od (40) re-

i kubne funkcije nekih invarijanata polinoma(R), pa
mazemo gledati njihovu diskriminantu po tim invarijan-
tama. Kratkotemo ré€&i da u izrazu (25) diskriminanta
kvadratnog trinoma po Bje 16A3, u izrazu (26) diskrim-
inanta po K je 64A4, u izrazu (27) diskriminanta po G je
4A3, a u izrazu (28) diskriminanta po PJ6*A3 . Isto tako

u izrazu (30) diskriminanta kvadratnog trinoma po vari-
jabli r je 3-21%2D3, u izrazu (33) diskriminanta pa

je 3849°D3, a u izrazu (35) diskriminanta po’g- 4pr je
A3, Zapamtimo da u izrazu (36) diskriminanta po varijabli
K iznosi16A3, a u izrazu (37) diskriminanta po Diznosi
4A3,

Navedimo glavni teorem dokazan u radu [5, str. 14., teo-

rem 2]

Teorem 2 Neka je Rx) = x* 4 px? + gx+r. Tada smo u
prvom sli&aju onda i samo onda kada je ®0ili (D=0

i (p2—4r<0ili (pPP—4r>0ip>0))ili (D=0
p>—4r =0ip>0iq+#0), udrugom sldaju onda i
samo onda kada jéD > 0i (p? —4r < 0ili (p?>—4r >0i
p>0)))ili (q=0i p?—4r=0ip > 0), u treCem sl&aju
onda i samo onda kada je D 0i p2—4r >0ip <O0.

U slucajug = 0 imamo po formuli (34) iz Teoremal =
16rA? i ovu posljedicu, koje dokaz prepustamo &itaocu.

Korolar 1 Neka je R(x) = x*+ px% +r = 0 bikvadratna
jednadba. U prvom sldaju smo tada i samo tada kada je
r <Q0ili (r=0ip>0). Udrugom sléaju smo ondai samo
onda ako jg p? —4r < 0)ili (p?—4r>0ip>0ir >0). U
tretem smo skéaju ako i samo ako jép? — 4r > 0ip <0
ir>0).
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alne i nenegativne. Nadalje, polind®ix) ima Cetiri realne
razlicite nultoCke onda i samo onda ako su sve nultoCke
od (40) realne i nenegativne i m@sobno razlicite. No,
nultocke od (40) su realne i nenegativne idusobno ra-
zlitite onda i samo onda ako@>0 i p< 0i p?—4r > 0.
Dokazimo to, €ime ujedno imamo dokaz Leme 1. Ako su
nultocke od (40) realne i pozitivhe i rdasobno razlicite,
onda je po kriteriju realnosti nulto€aka kubne jednadzbe
D > 0, a po Vietovim formulama < 0 i p?> — 4r > 0. Ako

pak jeD > 0ip<0ip?—4r >0, ondasu zbo® >0

sve nultocke od (40) realne i masobno razlicite. Pret-
postavimo da je& # 0. Onda po Descartesovom teoremu
o broju negativnih nultoaka izlazi da (53) nema nega-
tivnih nultocaka (broj promjena predznaka u niz(, 2p,
—(p?—4r), —¢? je nula!), a kako jag # 0, 0 nije nultocka

od (53), i jer su sve nultocke od (40) realne, one su sve
pozitivne. Neka je jey = 0. Onda jer > 0 (koristiti for-
mulu (34) za diskriminantu iz Teorema 1). U tom slucaju
(53) glasiz(Z2 + 2pz+ p?— 4r) i njene nultotke su 0 i dvije
nultotke kvadratne jednadz@+ 2pz+ p? — 4r, koje su
realne i razlicite (jer je diskriminanta a8+ 2pz+ p? — 4r

jednaka 16 > 0), a po pretpostavkanma< 0i p?—4r >0

i po Vietovim formulama obje su pozitivhe.

Zadatak 1.

Pretpostavimo da smo u treCem slu€aju i datisu €
{1,2,3,4} realne nultotke polinom&(t). Dokazite da je
tadap = —3(t? +t2 +t2+1t2) <0, i da jep = 0 onda
i samo onda ako j&(t) = t*. Dokazite na temelju ne-

jednakosti izmdu kvadratne i geometrijske sredine bro-
jevalti|, i € {1,2,3,4} da tada vrijedip? —4r > 0 i da je

u tre€em slucajup? — 4r = 0 onda i samo onda kada je
S(t) = (t? —t?)2 za neki realnt;.
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Lema2 U tretem sl&aju vrijedi nejednakos2p(p? —
4r)+9¢° < 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je u trecem slucajp(p —
4r) 4+9¢? > 0. Znamo da je u tretem sluca > 0 i
p<0ip?—4r>0polLemil,idaje po Korolaru & =
p?+ 12r > 0. Onda bi po formuli (39) za diskriminantu iz
Teorema 1 imalD < —%(B— 2K)? < 0, protivno tvrdnji
Leme 1. Dakle jB — 2K = 2p(p? — 4r) +9¢? < 0.

Analizirajmo sada diskriminantu iz Teorema 1. Iz for-
mule (25) u Teoremu 1 slijedi d&a; < 0 povla€iD < 0

i da Az <0 povlaliD < 0. Odavde slijedi d&b > 0
povlaCiA; > 0 i daD > 0 povlaCiA; > 0. Dakle, ako
je utretem slu€ajéy; = 0, tada jeD =0, i iz izraza (25) i
B; = 0, 5to €éemo kasnije u Propoziciji 4 karakterizirati kao
slucaj barem trostruke realne nultocke. U drugom slucaj
za polinomS(t) vrijedi S(t) > 0 za svet € R, pa stoga

3 N2 .
S(0) =R> 0, tj. r>OIA1_@R+<8) > 0. Osim
: N\“ .
toga jeA; > §> tj. IN| < 8y/As.

Neka jeA; > 0, tj. Ao > 0. Iz izraza (28), zbodP > 0O,
vidimo da pretpostavkeNt (NZ —3Az) <0iNZ —4A, >0
poviateD < 0. No, 2Ny (NZ — 3Az) <0iNZ2—4A;, >0 je
ekvivalentno N; <0 i N12 —4A, > 0, 0dnosno $\; >0
N; < —8y/A1 <0, odnosno &; < 0i R< 0. Dakle,D <0
ako jeN; < 0i R < 0. Za kanonski oblilS(t), lako vidimo
iiz izraza (29) dgp > 0ir < 0 povlateD < 0. Iz izraza
(29) ujedno vidimo dg > 0, r < 0 povlateD < 0 (prvi
slucaj) idap>0,r <0iqg## 0 isto povlaceD < 0 (prvi
slucaj).

Neka sup i r zadani. Proucimo diskriminantu u obliku
(32) kao kvadratnu jednadzbu 8. U drugom i trecem
slu¢aju imama? + 12r > 0 po gore dokazanom, [ia> 0
povlaci

2 3
= [pE6 —p) — VP12 | <S¢ <

2 3
2
727[p(36r p?) + p+12r}.
Neka smo u prvom slucaju. Ako jg?+ 12r < 0, imamo,
po gore dokazanom, da je za bilo kgjispunjenoD < O.

Neka vrijedi p? + 12r > 0. Lako vidimo da jep(36r —
p?) + p2+12r3 < 0 onda i samo onda kada je< 0,
p > 0, pa u slu¢ajur(< 0, p > 0) nema nikakvih uvjeta

nag. Analizomp(36r — p?) < v/p2+ 12r koja povlaci
nejednakost (p? — 4r)? > 0, |zIa2| dau slucajur(> 0 ili

r =0, p < 0) vrijedi samo nejednakost

(41)

2 3
2 2
= |PEE =)+ /P 1| <

Ako je (r < 0i p < 0), onda vrijedi nejednakost

[p(3er—p?) - P2+ 12|

ili nejednakost

22
¢ <5

2 3
2 2
27[p(36r p) p+12r}§q.

Napomena 3 Pretpostavimo da su p i q zadani i da
je diskriminanta DA) je zapisana kao kubni polinom

od A = p? — 4r (formula (33) iz Teorema 1). Imamo
D(3p%) = 5503, DI(8) = ~4(382 — 252 + 9pcf),
D’(0) = —36pc?, D’(gpz) = ngd. Pretpostavimo p- 0.

Tada po Teoremu 2 ne rb® nastupiti tréi slucaj i vri-
jedi Dy < 0. 1z izraza za I{A) vidimo da je OA) strogo

padajlitazald <0, izal > %pz idaje D(0) <0. Nekaje

p > 0iq 0. Kako diskriminanta DA) poA iznosi ¢D3
(napomena2), i kako j&®3 < 0, jednadba D(A) = 0ima
totno jedno jednostruko realno rjeSenje (i dva konjugirano
kompleksna rjeSenja). Dakle postoji realbtako daA < 6
povlati D > 0 (drugi slutaj po Teoremu 2) A > & povleCi
D < O (prvi slucaj). Kako jeAimooD(A) = o0, D(0) =

(32p° ~ 27q7)? i Jim D(&) = —oo, vrijedi 5 < 0 ako je

32p% - 27g? < 0, 5=0ako je32p*—27¢? =0i >0
ako je32p® — 27g% > 0. Isti zakljuitak dobivamo koriste
Descartesov teorem o broju pozitivnih ndéka polinoma
D(—A), odnosno MA), [1, p. 178., Descartesovo pravilo
predznakal].

Napomena 4 Neka je p> 0, D> 0i A > 0. Dokazimo da
je tada32p® — 2702 > 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da je
p>0,D>0iA>0,i32p°— 2797 < 0. Uotimo da je tada
g +# 0. No tada po napomeni 3 jednzoa DA) = 0 ima
tocno jedno jednostruko negativno rjeSedje kojem GA)
mijenja znak pa je za s\v&> Oispunjeno DA) < 0. No to

je u proturjeju s pretpostavkom D 0i A > 0. Analogno
bi dokazali da ako je p> 0, D> 0i A > 0, tada vrijedi
32p3 - 27¢? > 0. Primijenimo obje dokazane tvrdnje na
slucaj p>0,q9#0,D=0iA> 0. Po Teoremu 2 u prvom
smo slé@aju. Dalje koristimo napomenu 1 i njene oznake.
Zbog D=0imamo i =t, =t #0. Stavimo i€ =T i
L? = N, imamo p= N—-2T iA=N-(N-8T). Nejed-
nakost32p® — 27g° > 0 postaje8(N — 2T)3 > 27T N? za
sve N> 8T > 0. Jednakost vrijedi ako i samo akole= 0,

tj. ako i samo ako je N=8T.

Napomena 5Neka smo u prvom shaju i neka jeA = 0.
Tadaje po Teoremu2A=0,D<0,ili A=0,D=0,g#0.
Ako jeA = 0, D < 0, onda, zbog [0) = (32p° - 279%)¢?,
vrijedi q # 0 32p® — 27¢° < 0. Ako jeA=0, D=0,
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q # 0, imamo, zbog [0) = (32p° — 279%)¢?, jednakost
32p3 = 27¢? > 0, dakle p> 0, u skladu s Teoremom 2.
Dvostruku realnu nultéku polinoma §) u slutaju = 0,
D =0, g# 0ratunamo,

t; =tp = —(signg) - \/g: _’3/116'

Prema tome, vrijedB2p® — 2797 < 0. Ako nastupi znak
jednakosti, onda je B- 0i stoga t =t (vidjeti napomenu
1). Uvedimo oznake St +ty i P = titp. Izrazimo liA
pomcu S i T irijeSimo li kvadratnu jednatbuA = 0 po
412 imamo

42 =35+4P+8VP 2. (42)

Iz formule (42) vidimo da je ovdje P 0 i da bez sman-
jenja ogtenitosti maemo uzetigt> 0, t, > 0. Uvedimo
oznaketi = A, Vo = A >0, u> 0) i izaberimo
predznak+ u formuli (42). Onda po napomeni 1 imamo
p=2WA2+ A+ 12) i g = — [A+ W) A2+ 1B)]% Ne-
jednakost32p® — 2797 < 0 nakon srefivanja postaje ne-
jednakost

4

UV IGSE ]

4

[M(AZHH u2>]3 _
SR <

za sve nenegativnei P. Znak jednakosti vrijedi tada i
samo tada kada j& = p.

4 Invarijante A,Bi K

Pogledajmo izraz (25) u Teoremu 1. Zbog ireducibilnosti
diskriminante naslu¢ujemo da bi izrazi

A1 a5 —3aiag+ 12a0m

A= 44
a2 2 (44)
i
B
B=— = 45
a3 (45)

_ 27alay+ 27apa3 + 2a3 — 72apaza, — 9auazas
- 3
2

trebali biti invarijante. Zaista, supstitucija= x— h u Ps(X)
daje, nakon siivanja

a3(h) —3ay(h)ag(h) 4 12ap(h)as(h) = a3 — 3aaz + 12a0a4

i isto za drugi izraz. U kanonskom obliku za polindft)
te veoma vaZzne invarijante glase

A
B

p? 4 12r
270° + 2p° — 72pr
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Nadalje vrijede relacije

64A=N?+3R (46)
2568 = 108Q° — N3+ ONR
Kako je
3R=64A— N2, (47)
kanonski oblik polinom&(t) glasi
S(t) :t4—gt2+§t+%. (48)

InvarijanteA i B mogu se zapisati pomocu nultoCaka
i =1,2,3,4. U tu svrhu promatrajmo Ferarrijevu kubnu
rezolventu polinom&(x) (vidjeti zapis 2),

Y3 —bY? + (ac—4d)Y — (c® +a’d — 4bd) = 0

i njene korijeney;, i = 1,2,3. Kao 5to je poznato, vrijedi
Y1 = XaXo + X3Xa; Yo = X1X3 + XoX4; Y3 = X1Xa + X2X3, [2,
str. 117, zadatak 814 a)]. Definirajmo sadla= Y, — Y3 =
(X1 —=X2) (X3 —Xa); V=Y3—Y1 = (X1 —X3)(Xg —X2); W=
Y1— Yz = (X3 —Xa)(X2 — X3) pri emu jeU +V +W = 0.
Sada imamo pomocu Vietovih formula za polin®{x):

A=Db?-3(ac—4d) =

=Y24+YZ2+YZ - (124 oYz + Y3Y1), (49)
A= %(u2+v2+w2), (50)
i
B = 27(a’d + ¢ — 4bd) — 9b(ac— 4d), (51)
B=U%V -W)+VZW-U)+W>U -V) =
= (W—-U)(V-U)U-W). (52)

Iz jednakosti (50) i (52) vidimo da su po definicijiAli B i
apsolutne invarijante.

Promotrimo jo$ jednu invarijantu koja je vezana uz vrijed-
nosti polinomaPs(x) u svim toCkama ekstrema ili tocki
horizontalne infleksije (jednoj, ako ona postojy, Vri-
jedi Pj(xe) = 0, odakle imamo

s 38+ 28X+ a

Odavde dobijemo

— (383 — Bagau) X2 + 2(6a1a4 — azas)Xe
4ay

AP4(Xe) = +
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(16apay — a1a3)
_|_—

4a4
Oznacimo s& diskriminantu desne strane jednakosti (53):

_ 4ag(9aZ — 32apay) — 4arazazas + 48a0a5a4 N
N 4aZ

. (53)

K

a%a3 — 3aya3
4a2
Ako jeaz =01ias = 1, onda jeK = 992 — 32pr. Diskri-
minanta kubnog polinom&(t), kaZzimoDy, je invarijanta
dana do na pozitivni faktor izrazom

(54)

2'Dg = N3 — 27Q?, (55)
odnosno, po formulama (11) s
2Dy = —(8p°+27¢7). (56)

Veze izme@u invarijanatdqy (formule (55) i (56))Bi K za
polinomP4(x) su:

2Dg=9K —4B=N-A— 3K,
12K = 4B+ N- A,

(57)
(58)

64B = —N°+ 48N - A+ 27Q°.

Iz formule (58) lako slijedi da j& invarijanta jer su tiN, A
i B. Iz formule (25) u Teoremu 1, i iz formule (58) odmah
izlazi sliedecta propozicija

Propozicija 1l Akoje(A<0),ili (A=0iB#0),ili (A=0
i K #£0), tada je D< 0 polinom R(x) ima dvije realne
razlicite, i dvije kompleksne nulte.

Relacije (31) i (36) povlace sljedece dvije posljedice

Korolar 2 Ako je D> 0 (drugi ili tre€i slucaj), onda je
(A>0)ili (A=B=D=0).

Korolar 3 Ako je D> 0 (drugi ili treci slucaj), onda je
(A>0)ili (A=K=D=0).

Propozicija 2 Pretpostavimo da je za polinomy®) in-
varijanta K < 0i time p# 0. Ako je N< 0, onda R(x)
ima sve nultdke kompleksne i samo jedan ekstrem i vri-
jediDg < 0iD >0, aako je N> 0, onda R(x) ima dvije
realne razltite i dvije kompleksne nultie i vrijedi D< 0.

Dokaz. Ako za svexe vrijedi asPa(xe) > O, (vidjeti for-
mulu (53)), ondaPs(x) ima sve nultotke kompleksne, a
ako za svexe vrijedi asPs(xe) < 0, ondaP4(x) ima dvije
realne i dvije kompleksne nultocke, jer)jgillm;m(x) =

+o00, To Ce se desiti u slucajd < 0, (kada jep # 0), jer
tada kvadratni trinom na desnoj strani formule (53) prima

vrijednosti uvijek istog predznaka (suprotnog od predzna- Potom nejednakost

ka odN).

Propozicija 3 Ako su sve nulitke polinoma R(x) realne,
vrijedi K > 0. Ako su sve nulitke polinoma R(x) realne i
razlicite, vrijedi K> 0.

Dokaz. Dokazimo drugi dio propozicije. Pretpostavimo
dajeas=1iaz=0ida su sve nultocke polinonfa(x)
realne i razliCite. Ako je = 0, onda jeq # O jer su sve
nultocke polinomaPs(x) realne i razliCite, pa stoga sve
proste (jednostruke). No tada fe= 9g?> > 0. Neka je

r # 0, Sto povlaci da 0 nije nultocka polinon?dx). Onda
su i sve nultotke polinom&(y) = y*P(}) = ry* +qy* +
ry? +1 = 0 opet realne i razli¢ite. Po Rolleovom teoremu
i nultotke derivacijeR (y) = y(4ry? 4 3qy+ 2r) su sve re-
alne i razlitite, pa diskriminanta polinoma# + 3qy+2r ,
ato je upravo broK, mora biti pozitivna. Prvi dio propozi-
cije dokazuje se posve analogno i dovoljno ga je dokazati
samo za slucaj # 0.

Zadatak 2.

Pretpostavimo da smo u treCem slucaju. ZapiSite tada za
polinom S(t) dokazane nejednakoshi = p? 4 12r > 0,

K =902 —32pr > 0iDg = —3(8p*+27¢2) > 0 pomotu
njegovih nultoCaka;, i € {1,2,3,4}, odnosno pomocu
velicinaZ, Si M iz napomene 1. Dokazite da u tretem
sluéaju A = p? + 12r = 0 tada i samo tada ako je
{t1,t2,t3, 14} = {t,t,t,—3t} za neko realnd (slucaj re-
alne, barem trostruke nultocke). Dokazite da je u trecem
slutajuK = 9g? —32pr = 0 i D = 0 tada i samo tada
ako je {t1,t,t3,ta} = {t,t,t,—3t} za neko realnda ili
{t1,t2,t3,t4} = {0,0,r,—r} za neko realno. Dokazite da
ako su sve nultockg, i € {1,2,3,4} realne i melusobno
razliCite, vrijediA > 0 i Dq > 0.

Zadatak 3.
Pretpostavimo da smo u tretem slu€aju. Dokazite da
tada za polinonS(t) vrijedi Newtonovska nejednakost

2
(%) > (%) r, tj. 30 > 8pr, koja je slabija od
(1) (2)

K = 902 — 32pr > 0. Kada vrijedi znak jednakosti?
Uputa: Dovoljno je dokazati da za# 0 vrijedi 3g° >
Gledajte polinonR(z) %24-8(%) i zapiéite?
b pomoctu njegovih realnih nultoCaka i € {1,2,3,4}.

o) ot

r
(16)).

8pr. = [

svedite na nejednakost
N > 0 (vidjeti formulu
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Napomena 6 Pretpostavimo da smo tem slg¢aju i da
je PP+ +r2 0. Koristeti izreku Korolara 2, Leme 1,
Leme 2 i Propozicije 3, imamo tada ove nejednakosti

9 _ , »  9°
<1 <pP-4r<p-——_L
0< 2p7p r<p 8p’ (59)
ili ekvivalentno
8ps+270° 8p3 4 27¢?
<= 2 < <2 T
0< T p?+12r < % (60)
5 Grafovi

Na temelju proucenih invarijanata opiSimo grafove poli-
nomaP(x), koji je sveden na kanonski obl&t) (formula

Napomena 7 Gledajmo diskriminantu D polinoma($
kao funkciju odA (formula (33) iz Teorema 1).

4 2 / 4 2
§de' Odavde vidimo da stiaj horizontalne infleksije

4

napomene 3 znamo da jg Pp?) =

nastupa tada i samo tada kadg®) ima jednu dvostruku
realnu nult@&kulA; = Ay = 3 p? i jednu od nje razkitu jed-

5 .
nostruku nultéku Az = —épz. Slwtaj St) = t*+r nas-
tupa onda i samo onda kada(D) ima trostruku realnu
nultockuA; = Ao = A3 =0

Neka je ekstrem ili tocka horizontalne infleksije ujedno i
nultocka i to ekstrem nultocka parnog reda, a tocka hor-
izontalne infleksije nultocka neparnog reda (ovo je npr.

(48)) i nacrtajmo samo neke posebne sluc¢ajeve. Uzmimoslucaj akoS(t) ima trostruku ili Cetverostruku nultocku).

daP(x) ima totku horizontalne infleksijg. TadaP'(x),
tj. S(t) ima dvostruku, ali ne i trostruku nultocku, 5to je
ekvivalentno Dy =0i N > 0.

¥
r37s
r250
ri2s

0

Slika 1.

Slika 1. prikazuje slucaj tocke horizontalne infleksig z
polinomP(x) = x* — 6x? + 8x— 55= (x — 1)3(x+ 3) — 52.

Onda jeD = 0 po formuli (53) 1&4P(xe) =0, i K > 0.

Propozicija4 Polinom R(x) ima totno trostruku realnu
nultotku onda i samo onda kada je-A0, K=0iN >0

ili ekvivalentno A=0, B=0i N > 0. U tom sl&aju je

njegov kanonski oblik

352 o
:t“—3ﬂt2+qt—3\/q

S;(t ) 2 _?[25_3 (GB:L)
ili
st = (t+ 22— 3 = (- Phee 2,
(62

Polinom R(x) Cetverostruku realnu nulku tada i samo
tada kadaje A=0,B=0iN =0.

Dokaz. Neka polinomP4(x) ima barem trostruku nultocku
X. Onda jeD = 0, Dq = 0, Sto povlaci iz (57) da je

Slucaj horizontalne infleksije nastupa onda i samo ondagk — N . A te iz formule (16) slijedi da jé&l >0 (aN > 0

kada jeDg = 0 i p < O ili ekvivalentno kada jep =
—2\3/612 < 0. Kako jeN = —8p, i N invarijanta na pomake
imamo N > 0 u sluCaju horizontalne infleksije. Vazne
tocke grafa su ekstrerlE(—@/_,—;\3/ﬁ4+ r), totka kose

3
infleksije K(—?, —1—2\3/614— r) i tocka horizontalne in-

3
fleksije H(?, 1—36\37ﬁ4+ r). Kanonski oblik polinoma u
slucaju horizontalne tocke infleksije je

3

2
Sit) =t*— 3 2q 2+ qt+r.

Zadatak 4.

Dokazite da u slu€aju horizontalne tocke infleksije po-
makom koordinatnog sustava= X +h, y =Y polinom
P(x) mozemo pisati ka®(X) = X4+ AgX3 + Aq.

68

samo ako je nultoCka to€no trostruka realna). Onda je ta

nultocka ili jedini ekstem ili jedina tocka horizontalire

fleksije. Kako suB, A, N i K invarijante mozemo, bez

smanjenja opcenitosti, uzeti= 0, i P4(x) = agx* + azxd,

dakleay = a; = agp = 0. Sada s\ i B po formulama (44)

i (45) nula, a zbogR =N-Ajei K =0. Po formuli (14)

je N =3a%. KakojeN #0, slijediN >0iasg#0. To

je upravo slucaj trostruke realne nultocke. Obratno.anek

je K=A=0, odnosno, po formuli (58) neka je ekviva-

lentnoB = A= 0. Kako suB, A, N i K invarijante, uzmimo

kanonski oblik (7) polinom&4(x). Onda jeDq = 0 po for-

muli (57) i D = 0 po formuli (31) iz Teorema 1 pa imamo

barem dvostruku nultoCkyy. No Dg = 0 povlaciN > 0.

Uvazimo li relacijuDg = 0, tj. N® = 27Q?, kanonski oblik

(48) polinomas(t) glasi:

—t4—@t2+9t— 9v/Q*
8

S 8 768 °
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Odavde, i izQ = 8q, slijedi formula (61). Ako jeN = 0,

onda je iQ = 0, i imamo Cetverostruku realnu nultocku.

Ako je N > 0, imamo trostruku realnu nultocku. Formulu

- _99_J0
4p 2

mula, pa imamo i formulu (62).

lako dobijemo iz Vietovih for-

Zadatak 5.

Dokazite da slucaj trostruke realne nultocke nastuptaon
i samo onda kada jpy =0,A=0iN > 0, tj. tada i samo
tada kada je B3+ 2792 =0, p?+12r =0ip<O.

Upotrebom supstitucije = > i Propozicije 4, dokazuje se
ova posljedica

Korolar 4 Svaki polinom R{x) maze se svesti na oblik
(63)

gdje je & # 0, a G, ¢ 1 c1 su realni brojevi. Polinom
(63) ima pri tom t@&no trostruku realnu nulttku akko
je(cs3#0, ca=co=0)ili (Co#0ics+12ac=0i
9c3 — 32a4c, = 0).

ag* + e+ e+ co =0,

T400
T300
T200

T100

Slika 2

Slika 2 prikazuje slucaj trostruke realne nultocke za-pol
nomP(x) = x* —6x% 4+ 8x— 3= (x— 1)3(x+1).

Sljedeca slika prikazuje jedini preostali slu¢aj horine
infleksije u kojem jeD = 0, ali koiji nije slucaj trostruke re-
alne nultocke. To je slutdpy=D=0,A#0i N> 0.
Preciznije, to je slu¢dpg =D =0,A>0iN > 0.

y

Slika 3

Slika 3 prikazuje slucaj horizontalne infleksije s
dvostrukom realnom nultockom i dvije konjugirano kom-
pleksne nultoke. Na gornjoj slici je nacrtan graf polireom
P(X) = Xx* — 6x% + 8x+ 24 = (x+2)2[(x— 2)*+ 2].

Iz formule (37) u Teoremu 1 vidimo da taj slu€aj nastupa
onda i samo onda kada j@8+279° =0, 2p> —3r =0

i p <0, ili ekvivalentno onda i samo onda kadaNé =
27Q% i 9N? = 64A. Tada je po formuli (46) B = 8N2.
Kanonski oblik polinomes(t), uz koriStenje formula (11)
glasi:

3l

S,
S(t) =t*— =

ili
St = (t+ ) [t~ 92+ 59

Napomena 8 Neka je t@ka t koja je ekstrem ili t6ka
horizontalne infleksije, ujedno i nultka polinoma &) i
to ekstrem nultéka parnog reda, ovdje reda dvadetiri, a
toctka horizontalne infleksije nulta neparnog (ali vieeg
od jedan) reda, dakle ovdje reda tri. Onda po formuli
(53) imamo &) =0i K > 0. Primijetimo da $te) =0
povle€i D = 0 (jer je te viSestruka nultdka) pa po for-
muli (31) iz Teorema 1 slijedi & 0, a da K= 0 povleCi
9D = 16r-A? = %(A —p?) - A% po formuli (36) iz Teo-
remal. Nekaje ) =0iK =0. Ondajeili (D=0
ir=0iA>0)iimamoprviili tre€i slucaj, ili2°(D =0
irZ0iA=0)ili3°(D=0ir=A=0). Sleaj 2 je
slucaj trostruke realne nulttke po Propoziciji 4. U tom
slucaju je, opet po Propoziciji 4, p=01i B =0, a kako
je A= p?>+12r,to A= 0 povi&ir = —%sz <0, itime
p # 0. Osim toga iz @ = O slijedi 8p® = —27¢? pa je
p <0, tj. N> 0. Kanonski oblik polinoma @) za sl&aj
trostruke realne nultéke time glasi (G= 8q),

3\/_ 9Y/Q4

_ 4
SO =t"- 8 768 -

U slutaju 3, tj. ako je D=0ir =A=0, tada je p=
q=Dg =0, i B=0, paimamo Px) = x* i etverostruku
realnu nult@ku. Ako je @ = 0, onda za r dovoljno vri-
jedi §t) > 0iimamo drugi sl¢aj. Dakle, ako je @ =0
mogLEa su sva tri sliaja, jedino u tréem sli¢aju ne mogu
tada sve realne nuliike biti razltite.

Neka jeDg > 0. Onda jeN > 0 i graf ima tri ekstrema
i dvije toCke infleksije, po jednu izndel dva susjedna ek-
strema. Moguca su sva tri slucaja nultocak@p().
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Ako je Dq < 0, graf polinomaP(x) ima samo jedan ek- infleksije i stoga vrijediDg = 0. Ako P(x) ima jednu
strem, nema tocke horizontalne infleksije i mogu nastupiti ¢etverostruku realnu nulto¢ku, ona je ekstrem. Tada)
samo prvi i drugi slucaj. Dvije tocke infleksije pojavljuj  ima jednu trostruku realnu nulto€ku palg = 0. Po for-
se onda i samo onda kadae> 0, obje desno od ekstrema muli (16) sada jeN = 0. Dakle, akoP(x) ima sve realne

ako jeQ > 0 i obje lijevo ako jeQ < 0. Ako jeDy <0 nultocke i jednu barem trostruku nultocku, orfél) ima
i N =0, imamo slucaj tocke dodira viseg redd & 0 i jedan ekstrem Dy = 0. Vidimo daP’(x) ima u trecem
kanonski oblik polinom&(t) tada glasiS(t) = t*4-qt +r. slu€aju uvijek tri realne nultocke, pa vrijedly > 0 Sto

Razmotrimo poblize treci, realni slu¢aj. Po Rolleovom povlaci, po formuli (55),N > 0. Iz analize slijedi da u
teoremuP’(x) tada ima tri realne nultocke, R(x) dvije trecem slucajlDy = 0 onda i samo onda kad&x) ima
realne nultoCke. Akd(x) ima sve realne nultocke i krat-  trostruku ili Cetverostruku realnu nultoCkuNa= 0 onda i
nost svake je najvise dva, onda opet po Rolleovom teo-samo onda kada je(x) = (x — xo)*.

remuP'(x) ima tri realne razliCite i prema tome jednos- U slu€ajuq = 0, graf bikvadratne funkcije Py(x) =
truke (proste) nultotke pa jBy > 0, a P'(x) dvije re- x*+ px2 +1 je zbog parnosti funkcije, simetrican s obzirom
alne razliCite i proste nultocke. Dakle, graf &dx) ima nay-os i ovisi op. Ako je p > 0, graf ima jedan ekstrem, i
tri razlicita ekstrema i dvije razlicite toCke kose e to lokalni minimum ux = 0 i nema to¢aka infleksije. Ako
izmedu dva susjedna ekstrema. Po formuli (16) je tada je p < 0, graf ima tri ekstrema (dva lokalna minimuma i
N > 0. Ako P(x) ima sve realne nultocke i jednu to¢no jedan lokalni maksimum o = 0) i dvije toCke infleksije.
trostruku nulto¢ku, opet po Rolleovom teorerf{(x) ima Pri tom se izmdu dvaju susjednih ekstrema, od kojih je
sve realne nultoCke, i to jednu kratnosti jedan, koja je jedan lokalni minimum, a drugi lokalni maksimum, nalazi
ekstrem i jednu kratnosti dva, koja je toCka horizontalne jedna tocka infleksije.
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